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Lo1i noi dau

Tir thé ki XVII, Newton va Leibniz d3 doc 1ap phat minh ra phép tinh vi phan va
tich phén, 12 nén tang cho nghién ctru phurong trinh vi phan sau nay. Tir thé ki XVIII dén
thé ki XIX, cac nha khoa hoc Bernoulli, Euler, Cauchy, Jacobi, Sophus Lie da cung cd ly
thuyét, nghién ctru phuong phéap giai mot sé6 dang phwong trinh vi phan dic biét, phat
trién phuong phap giai s6 va tng dung trong co hoc, nhiét dong luc hoc. Budc sang thé ki
XX, phuong phap s6 cua Eluer va Runge-Kutta ra doi hd tro giai phuong trinh vi phan
trén may tinh, m¢ rong tng dung trong dong luc hoc, sinh hoc, tai chinh, ki thuat,....
Ngay nay, phuong trinh vi phan néi chung va phuong trinh vi phan cap 1 néi riéng c6 vai
tro quan trong trong nhiéu linh vuc nhu ky thuat, vat ly, sinh hoc, kinh té, gitp mo hinh
hoa cac qua trinh ty nhién va nhan tao, tir sy lan truyén dich bénh, bién dong tai chinh
dén thiét ké hé thong diéu khién ty dong.

Bao cdo dugc chia thanh cac chuong sau:
Phan 1. Mot sd kién thirc vé phuong trinh vi phan cép 1.

Phan 2. Ung dung.

Ha Noi, thang 6 nam 2025

Thac sy

Nguyén Thuy Linh



I. Mot so kién thirc vé phwong trinh vi phan cap 1.
1. Pinh nghia: Phuong trinh vi phan cap 1 12 phuong trinh c¢6 dang
’ F(x,y,y')=0.
Néu dao ham y’ tir phuong trinh trén thi n6 c6 dang
, Y =1y
2. Mot so0 phwong trinh vi phan cap 1 co ban.
Phwong trinh vi phin véi bién s6 phén li: 1a phuong trinh c6 dang
P(x)dx + Q(y)dy = 0.
trong d6 hé s6 cua dx chi phu thudc vao x, hé sb cua dy chi phu thudc vao y.
Phwong trinh thuin nhat: 13 phuong trinh c¢6 dang
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.
trong d6 P, Q 1a cac ham thuan nhat cling bac.

Phuong trinh thuan nhat ¢ thé dugc biéu dién duéi dang
X

, b (Y
y =<p(;> hay y —w(;)-

Phwong trinh vi phin cap 1 khuyét bién:

+ Phuong trinh khuyét y: 13 phuong trinh ¢6 dang F(x,y") = 0.

+ Phuong trinh khuyét x: 1a phuong trinh ¢6 dang F(y,y") = 0.

Phwong trinh vi phin tuyén tinh cip 1: 13 phuong trinh vi phan ¢ dang

3. ¥"+ Py = Q)
trong d6 P(x), Q(x) 1a cac ham da biét cta bién x.
Phwong trinh Bernoulli: 1a phuong trinh dang
y' + Py =y*Qk)
trong d6 P(x), Q(x) 1a cAc ham s6 cho trude cua bién x, a # 0, # 1.
Phwong trinh vi phin toan phan: 1a phuong trinh c6 dang
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.

trong d6 P(x,y), Q(x,y) 1a cac ham lién tuc cung v&i cac dao ham riéng cap 1 cia

chung trong mién don lién D thoa mén diéu kién Py = Q.

Phwong trinh Lagrange: 1a phuong trinh c6 dang

y=xpy")+ypQ@).
Phwong trinh Clairaut: 13 phuong trinh c6 dang
y=xy" +¢O).

Chi tiét phwong phap giai cac phuong trinh vi phan cap 1 néu trén ¢ thé xem trong
[1]. Tiép theo chung ta chuyén sang mot so bai toan thyc tién tmg dung phuong trinh
vi phan cép 1.



II. Ung dung.

2.2 Ung dung trong mé hinh ting truémg dan so.

Pé mé ta va du doan su ting trudng dén sb theo thoi gian trong didu kién téc do
ting truong dan s khong doi; khong xem xét cac yéu to nhu han ché tai nguyén méi
truong, chinh sach dan sb,... chung ta c thé st dung mé hinh Malthus. Vé6i P(t)1a dan
s tai thoi diém t, 7 14 téc d6 ting truong dan so, t 14 thoi gian ta co

dP p dpP it
—_— = o — =
a P T

dP
- f?=frdt<—>P=Ce”.

Gia st dan s6 tai thoi diém ban dau t = 0 13 P,. Khi d6 ta c6: P(0) = Ce™ = C.
Do d6 nghiém phuong trinh 1a: P(t) = P(0)e™.

Vi du 2.1. Theo s liéu ciia Téng cuc théng ké dan sé Viét Nam thi dan sé nudc ta
nam 2019 13 96,2 triéu ngudi va dén nam 2023 va 100,3 tridu ngudi. Gia st toc do ting
truong dan sb ti 16 véi quy mo dén sd.

a) Hay tinh ti 1¢ ting dan s6 binh quan hang nam trong giai doan 2019-2023.
b) St dung két qua cau a) dy doan dan sb6 Viét Nam nam 2024.

Loi giai.

a) Goi P(t) 1a dan s Viét Nam tai thoi diém ¢.

Tai thoi diém ¢t = 2019 thi ta c6 P(0) = 96,2 (triéu nguoi)

Tdc d6 tang truong dan so ti 1€ voi quy mo dan so nén ap dung mo hinh ta co

dP _
at

dP
—>fF=frdt<—>P=Ce”.

Ta co
P(0) = 96,2 & 96,2 = C.ek0 = C - P(t) = 96,2.e".
Theo thdng ké dan sé Viét Nam nam 2023 1a 100,3 (triéu ngudi) nén ta co P(t) =
100,3,t = 4.
Khi dé ta c6 100,3 = 96,2.e™* & r =~ 0,0105.
Nhu vay ti 1¢ gia ting dan s6 ciia Viét Nam binh quan trong giai doan 2019 — 2023
khoang 1,05%.



b)Tacéd r ~ 0,0105 - P(t) = 96,2.%0105¢,

Pén nim 2024 ing véi t = 5, thay vao biéu thic trén ta duoc:

P(5) = 96,2.e%01055 ~ 101,4 (triéu nguoi)

Vay nam 2024 dan s6 Viét Nam dat khoang 101,4 triéu nguoi.

Nhan xét:

- Theo théng ké dan s Viét Nam nam 2024 dat khoang 101,3 triéu nguoi, so sanh
v6i két qua cua vira tinh, chiing ta thay rang két qua bai toan khi dy doan dan sé bang mé
hinh Malthus 13 twong ddi chinh x4c.

- Tuong tu, khi gidng day, chiing ta c6 thé cho sinh vién suu tam s6 liéu dan s6
ctia mot tinh (dat nudc, thé gidi,...) trong mdc thoi gian nhat dinh sau d6 4p dung mo
hinh vao tinh toan dy doan dan sb trong mot ndm tiép theo.

- Tuy nhién can chii y m6 hinh nay gi¢i han can nhiéu gia thiét hodc khi co cac tac
dong cua nhiéu yéu td xung quanh nhu sy phat trién ctia cong ngh¢, bénh dich, thién tai,...
thi khi ap dung mé hinh c6 thé khong hoan toan chinh xéc trong thoi gian dai han.

2.2 Ung dung trong kinh té

Phuong trinh vi phan cap 1 ¢ c6 rat nhiéu ing dung trong kinh té [2] nhu bai toan

tién glri ngan hang, bai toan diéu chinh gi4, bai toan ting (giam) GDP, bai toan xac dinh
ham doanh thu va ham lgi nhuan,.... Trong bao cdo nay ching t6i dua ra ba tng dung
gan giii va dé hiéu nhat véi sinh vién ndm nhat va nim hai.
2.2.1 M6 hinh ting (gizm) GDP (téng sin pham ndi dia): Goi G(t) la tong san pham
ndi dia (GDP) ciia mét dia phwong tai thoi diém t. Biét r 1a ty 1é tang truong GDP hang
nim (néu r > 0 ta n6i GDP ting trudong, r < 0 ta ndéi GDP suy giam). Khi d6 toc d6 thay
d6i GDP duoc md hinh hoa bang phuong trinh vi phan cap 1 sau:

dG

— =10, T = const.
dt

dG
- ?=frdt<—>(}(t)=6e”.

Tai t = 0 thi C = G(0).

Nghiém phuong trinh: G(t) = G(0)e™.

Vi du 2.2. Ta biét GDP cta Viét Nam nam 2019 14 330 ty USD va dén nim
2024 GDP cua Viét Nam tang 1én 12 476,3 ty USD.

a) Hay xac dinh ti 1¢ tdng trudong trung binh r cua Viét Nam trong giai doan
2019 — 2024.



b) Dy doan GDP cua Viét Nam nam 2025 néu xu hudng tiép tuc ting.

¢) Gia st trong naim 2025 GDP ciia Viét Nam giam 2,3% do khing hoang kinh té.
Hay tinh GDP cua Viét Nam nam 2026.

Loi giai.
a) Goi G(t) 1a GDP Viét Nam tai thoi diém t.

Tai thoi diém ¢t = 2019 thi ta c6 G(0) = 330 (ty USD)
Téc d6 thay d6i GDP cia Viét Nam:

dG_ c
at

da
- f?=frdt<—>G=Ce”.

Ta co
G(0) =330 & 330 = C.e* =C - G(t) = 330.e™.

GDP cua Viét Nam nam 2024 1a 476,3 ty USD nén ta c6 G(t) = 476,3,t = 5.

Khi dé ta c6 476,3 = 330.e™° & r = 0,0734 > 0.

Nhu vy ti ¢ tang trudng GDP cua Viét Nam binh quan trong giai doan 2019 —
2024 khoang 7,34%.

b) Tacod r = 0,0734 — G(t) = 330.%0734,

Dén nam 2025 tng voi t = 6, thay vio biéu thirc trén ta duoc:

G(6) = 330.e%07345 ~ 512,6 (ty USD)

Vay GDP nam 2025 cua Vi¢t Nam udc dat khoang 512,6 ty USD.

¢) Néu nam 2025 GDP cua Viét Nam giam 2,3% do khung hoang kinh té thi GDP
thyc té trong nam 2025 1a:

G =512,6.(1 —0,023) = 500,8102 ty USD

Sau khung hoang kinh té, GDP ciia Viét Nam nam 2026 lai ting truéng nhu cii
véir = 0,0734. Khi d6 GDP la:

G =500,8102.e%%73% ~ 538,95 (ty USD)

Vay GDP cua Vi¢t Nam nam 2026 dat khoang 538,95 (ty USD).

2.2.2 M6 hinh thu nhip quéc din (Y) theo thoi gian do tac dong cua tiéu dung (c),
luong dau tu (1), va chinh sach chi tiéu chinh phi (¢), thué thu nhap (T):

dY
—=cY+I1+G—-T
dt



Vi du 2.3. Gia sir mot nén kinh té c6 thu nhap qubc dan ban dau 1a 500 ty USD.
Biét cic yéu to anh huong dén thu nhap qudc dan nhu sau: ¢ = 0.75; I = 100,G =
150, T = 120. Hay du doan thu nhap qudc dan sau 5 nim néu cic yéu td khong thay doi.

Loi giai.

Ta co:

dYy
E=CY+I+G—T=0,75Y+100+150—120

dy
© Fr 0,75Y + 130 & Y' — 0,75Y = 130.

Nghiém tong quat ctia phuong trinh:
Y(t) = (C + [ 130e/ 0754t qt) el 0754 = (C + [130e7075¢dt)e 75t

0,75t
— (C _ ﬂe—OJSt) € — Ced75t — @
0,75 '

075 3
Biét Y, = 500 nén
520 2020 2020 520
Ce?’t —— =500 C=——>Y(t) =——e%" ——,
¢ 3 < 3 YO =—5—e 3
Véit = 5,Y, = 500 ta c6 thu nhap qudc dan sau 5 nam la
2020 520
Y(5) = ——e%%5 — — ~ 28457,53
3 3
Vay thu nhdp quéc dan cta nén kinh t& sau 5nim udc tinh khoang
28457,53 triéu USD.
2.2.3 Bai toan dau tw vao ngan hang.
Gia st ban dau ta giri A triéu dong vao ngan hang véi 13i suat 6n dinh hang nam 1a
r%. Mbi nim giri thém M triéu ddng vao. Tién gbc va ldi quay vong hang nam. Khi do,
sau thoi gian t nim ching ta s& nhan luong tién 14 A(t).
Khi d6 ta co
A(t + At) = A(t) + r%. At. A(t) + M. At
A(t + At) — A(t)
_)

= 1r%A(t M
AL r%A(t) +

Cho At — 0 ta duoc



dA
— =1%A + M.
dt

Day chinh 12 phuong trinh vi phéan thé hién sd tién nhan duoc sau t nam.
Chuy:
- Néu mdi thang chiing ta giri thém N triéu thi sé tién nhan duoc sau t nim l1a
dA
— =1%A + 12N.
dt
- Néu ching ta khong guri thém tién hang thang hay hang nam thi s6 tién nhan

duoc sau t nam la

Y o %
at "

Vi du 2.4. Sau khi hoan thanh dy an cho cong ty, mét nhan vién nhan dugc khoan
tién cong 300 triéu dong. Anh mang giri ngan hang véi 1ai suat 5,6%, quay vong ca goc
va lai. Dy tinh mdi ndm anh giri thém 100 triéu dong va khong rat 13i. Hoi sau 5 nim
tong s6 tién anh nhan dugc 1a bao nhiéu?

Loi giai.

Goi A(t) 14 s6 tién anh nhan duoc sau thoi gian giri tiét kiém ngan hang t (ndm).

Ta co

dA
— =1%A+ M.
dt

Thay r% = 5,6%, M = 100 va ta dugc

dA
Frie 0,0564 + 100 & A’ — 0,0564 = 100.

Nghi¢ém phuong trinh:
A= [C + f IOOef—O,056dtdt]feO,OSGdt

— [C + f 1006_0'056tdt] e0,056t — Ce0,056t _ 12500
—
Ban dau giri 300 tri¢u dong nén ta co
12500 14600
A(0) =300 & Ce%0560 — = 300 & C = "

Khi do



14600 12500
A=—0n _

0,056t _
7 ¢ 7
Sau thoi gian 5 nam (t = 5) s tién anh nhan vé la
14600 12500
A(5) = 760'056'5 — ~ 973,96.

Vay sau 5 nam giri ngan hang s6 tién anh nhan vé 1a khoang 973,96 (triéu).

Chii y: Trong truong hop 14i suat ngan hang thay doi hang nam thi mé hinh khong
con dung.
2.3. Ung dung trong vat ly

Phuong trinh vi phéan cip 1 ¢6 vai trd quan trong va nhiéu ing dung trong vat ly
[3]. Chiing ta s& xem xét ing dung sau ddy vé sur d6i lwu truyén nhiét trong chat léng:
Cho Q 1a ham nhiét do tai thoi diém t, T, 1a nhi¢t d6 moi trudong xung quanh. Khi do ta

co
dQ
— = h(Q —Ty).
S CELD |
Trong do h 1a hang s6 dac trung cho tinh dan nhiét cua vat thé va moi truong xung
quanh.

Vi du 2.5. Mot nhan vién van phong pha mot coc cafe co nhiét do ban dau 96°C
va dit & phong c6 nhiét do 1a 24°C cho ngudi bét. Sau 2 phit cc cafe giam nhiét d§ con
90°C. Hay xac dinh nhiét do cdc cafe néu dé trong phong sau 15 phit.

Loi giai.
Goi Q(t) 1a ham nhiét d6 cdc cafe tai thoi diém t phit, Ty 1a nhiét 46 phong.

Ta c6 phuong trinh vé su bién thién nhi¢t do coc cafe

aQ dQ i
E_h(Q_TO)Ha_h(Q_ZLl-)Hm—hdt
d

Ban dau cdc cafe c6 nhiét d6 96°C nén ta c6 t, = 0,Q(0) = 96. Thay vao phuong
trinh trén ta thu duoc

96 = 24 + e & C, = 72.
Khi d6 ta duoc Q = 24 + 72e™.

Sau thoi gian t = 2 phut, nhiét d coc cafe la Q(2) = 90° nén

10



1 11
90 = 24 + 72e*" & h = EIHE ~ —0,0435.

Nhiét d6 cua cdc cafe sau khi dé trong phong 15 phit 1a
Q = 24 + 7270043515 &~ 61,49°C.
Vay sau khi dé trong phong 15 phut thi nhiét 6 cua coc cafe 1a khoang 61,49°C.
2.4. Ung dung trong y hoc

Mot g dung ciia phurong trinh vi phéan cép 1 trong y hoc d6 1a mo ta sy thay doi
ctia ndng d6 thudc trong co thé theo thoi gian.

Gia sir U(t) 1a ham biéu thi ndng do thudc trong méu tai thoi diém t, k 1a toc do
dao thai cua thude ra khéi co thé. Khi d6 ta c6 mo hinh ddo thai thude sau khi ding mot
lidu duy nhat la:

dUu
e ‘

Trong trudng hop nguoi bénh uong thuoc déu dan moi T gio voi lieu luong

D(mg) thi sy thay d6i ndng d6 thude trong mau duge mé ta boi phuong trinh
dUu D

a0
dt T

Vi du 2.6. Trong qua trinh diéu tri, bac si tiém thudc vao tinh mach cho bénh nhan
v6indng @6 1a 60mg /L. Biét toc do dao thai ti 16 thuan véi ndong d6 hién tai va hé s thai
trir ctia thude 1a k = 0,1. Hay xac dinh nong d6 thudc trong co thé bénh nhan sau 4 gio
va thoi gian dé nong d6 thude giam xudng con 15mg/L.

—kU.

Loi giai.
Goi U(t) 1a ham biéu thi ndng do thudc trong méu tai thoi diém t.
Qua trinh dao thai thudc ra khoi co thé bénh nhan 1a

auv

du
= —kU & —=-0,1U
dt

dt
[E
- —_— = —
U )

o U =Ce 01,
Tai thoi diém ban dau t = 0 thi U, = 60mg/L nén ta co
U0) =Ce ™0 & 60 = C.
Khi d6 ta dugc U(t) = 60e~ %1,
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Sau t = 4 gio, ndng do thudc trong co thé ngudi bénh 1a
U(4) = 60e™91* =~ 40,22 (mg/L) .
Vay sau 4 gio ndng d6 thudc trong mau ctia bénh nhan con khoang 40,22mg/L.
Gia sir tai thoi diém t ndng d6 thude trong mau bénh nhan con 15mg/L.
Ta co
U(t) = 60e %1t & 15 = 60e %1t & 701t = 0,25 & t ~ 13,86 (giod).

Vay can khoang 13,86 gio thi nong do thudc trong miu cia bénh nhan con
15mg/L.

Nhan xét: Bai toan gitp du doan thoi gian thude con trong co thé va hd tro bac si

tinh toan liéu lugng thude phu hop.

Vi du 2.7. Bac si ké don thudc Paracetamol 500g cho bénh nhan bi sét vé6i lidu
dung 13 6gior/lan. Biét hé s6 dao thai thubc Paracetamol trong co thé con nguoi 1a k =
0,2.

a) Hay x4c dinh ndng d6 thudc sau 6 gid?

b) Sau khi udng du 4 1an thudc thi ndong do thude trong co thé ngudi bénh 14 bao

nhiéu?

Loi giai.

a) Nong d6 thudc trong co thé bénh nhan 1a

i kU+D i 02U+500 U'+0,2U 250
_— = —_— - — = — —_—- = —
dt T dt ’ 6 ’ 3
Nghiém phuong trinh
U = [C 4 fZTSOefO,Zdtdt] o J02dt _ [C + f%eo'“dt] p—02t
— [C + 123j80,2t] p—02t — 12350 + Ce02t.

Khi chura uéng thudc t = 0 thi nong d6 thudc trong co thé con ngudi 1a
1250 1250
U) =0 <—>T+ Ce %20 =06 C= ——

Suy ra
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1250 1250 1250
— _ -0,2t _ _ 02t
3 3 € 3 (1-e )-
Sau khi ubng thudc 6 gio thi ndng d6 thudc trong co thé bénh nhan 1a
1250 1250
Uu(e) = -
3 3

b) Khi udng thudc cac lan tiép theo, nong do thudc trong co thé khong vé 0

e %26 ~ 291,17(mg/L).

ma van con mot phan trude do. Do d6, sau 4 1an udng thudc (t = 24) thi tong
ndéng do thudc 1a

U(24') = U1+U2+U3+U4_.

Trong d6

D
U. =U(6 -0,2(n—-1)t 1 — -0,2(n—-1)t .
n (6)e + O,ZT( € )

Thay n = 1,2,3,4 vao ta duogc:
U(24) = 406,3mg/L.
Vay sau 4 1an udng thudc thi ndng d6 thude trong co thé khoang 406,3mg/L.

Két luan

BAo cdo da trinh bay mot s tmg dung thuc tién trong mot vai linh vuc clia phuong trinh
vi phan cap 1. Nhiing kién thirc nay 1a hoan toan can thiét va hitu ich, giup sinh vién hiéu
sau hon vé phuong trinh vi phan cap 1, tdi vu hoa va van dung tot hon trong thyc tién
giang day cho céc sinh vién. Ngoai ra, n 1a budc dém dé khi chuyén sang hoc phuong
trinh vi phan cap 2 sinh vién s& hing tha hon, c¢6 thé tu tim t6i kham phé nhiing ing dung
trong thuc tién.
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